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Fonctions de R4partition: Application h l'Approche directe des Structures 
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France 

(Refu le 13 mars 1955) 

We consider the general problem of determining the most probable values of parameters x 1, xz, 
. . . .  xn when experimental measurements of functions 2'k (x 1 . . . . .  xn) (k = 1 . . . . .  m) depending on 
these parameters are given. The resulting statistical method is outlined and is used as a method 
of direct approach to structures on the basis of the information experimentally available. 

The distribution function of the parameters xl . . . . .  xn is expanded in a series of powers and 
products of the functions 2'~. A method of linearization is applied when the F~'s are structure 
factors. 

The geometrical interpretation of the distribution function reconciles the geometrical viewpoint 
of Vand & Pepinsky with the analytical viewpoint of Karle & Hauptman. 

Other applications of the general method are worthy of mention. I t  can be shown directly that 
the distribution of structure factors is very close to the Gaussian distribution given by Wilson. 
An expansion is given, valid for every centrosymmetrical group, for the joint distribution function 
of the structure factors, which serves to determine their signs. 

Introduct ion et p lan  

On traite dans ce m4moire des densit4s de proba- 
bilit4 fondamentales P ( A  ; xl ,  . . . ,xn) et P(A1,  . . . ,Am;  
x l , . . . ,  xn) ~ partir desquelles on peut obtenir les 
fonctions de r4partition P ( A ) ,  P ( A  1, . . . ,  Am) et P(xj) 
(§ I). P ( A )  est la fonetion de r4partition des valeurs A 
qu'une fonction donn4e F ( X l , . . . ,  x~), d4pendant de 
n variables xi (j = 1, . . . ,  n), est susceptible de pren- 
dre. P ( A ~ , . . . ,  Am) est la fonction de r4partition 
compos4e des valeurs A,(Ic = 1, . . . ,  m) que les fonc- 
tions donn4es Fk(x  ~, . . . ,  x~) d4pendant de n variables 
x~(j = 1 , . . . ,  n) sont susceptibles de prendre. Enfin 
P(x~) est la fonction de r4partition du param~tre x~. et 
ses maxima sont les valeurs les plus probables de x]. 

Voici les applications ~ la cristallographie et ~ la 
th4orie des probabilit4s: 

On montre directement que dans les groupes centro- 
sym4triques la fonction de r4partition des facteurs de 
structure est toujours tr~s voisine de la r4partition 
gaussienne (§ II). La fonction de r4partition 
P ( A t ,  . . . ,  Am) (§ III)  est donn4e sous la forme d'un 
d4veloppement oh n'interviennent que les produits des 
fonctions F~ et de leurs puissances. Ce d4veloppement, 
qui en cristallographie sert £ la d4termination des 
signes des facteurs de structure, est valable pour tous 
les groupes centrosym4triques. La lin4arisation des 
puissances et produits de facteurs de structure que 
nous y pr4conisons est indispensable dans le traite- 
ment du probl~me suivant de la th4orie des proba- 
bilit4s, probl~me sur lequel d'ailleurs ce m4moire est 
centr4. 

Supposons connues les expressions analytiques de 
m fonctions F~(/c = 1, . . . ,  m) repr4sentant des gran- 
deurs physiques. Chacune d4pend de n param~tres 
x~(j = 1, . . . ,  n) qu'il s'agit de d4terminer au moyen 

de mesures exp4rimentales A k des fonctions Fk. 
L'exp4rience fournit pour ces mesures Ak des valeurs 
impr4cises, ou un spectre de valeurs ou plus g4n4rale- 
ment des renseignements incomplets. La question est 
alors celle-ci: Comment peut-on d4terminer les valeurs 
les plus probables des param~tres xj rue l'information 
exp4rimentale que l'on poss~de des valeurs A~ des 
fonctions Fk ? 

La transposition du probl~me en cristallographie est 
imm4diate. La densit4 41ectronique ~(r) d'un cristal 
dont les maxima correspondent aux positions ato- 
miques est donn4e par la s4rie de Fourier 

Q(r) = V - l ~ F h e x p  ( - 2 g i h . r ) .  (1) 
h 

Le 'renseignement incomplet' r4side en ce que l'ex- 
p4rience fournit les amplitudes F h non pas en valeur, 
mais uniquement par leur module [Fh[. Le probl~me 
est alors celui de remplacer (1) inutilisable au d4but 
de l'analyse par une fonction exp4rimentale dont les 
maxima fournissent directement les valeurs des para- 
m~tres atomiques. Ce sera la fonction de r4partition 
P(xj)  (§§ I et IV, V, VI). 

Nous donnons d'abord une solution g4n4rale du 
probl~me math4matique (§ I) et nous l'appliquons £ 
la r4solution d'une structure simple, celle des quatre 
points propos4e par Vand & Pepinsky (1953) (§ IV). 
Nous d4veloppons ensuite la m4thode dans le cas 
fr4quent oh chaque fonction Fk est la somme de fonc- 
tions £ une seule variable (§ V). 

L'application ~ la cristallographie dans le cas 
g4n4ral est discut4e dans (§ VI). L'interpr4tation 
g4om4trique que nous donnons fournit le pont entre 
les m4thodes analytiques (d4termination statistique 
des signes) et les m4thodes g4om4triques (diagramme 
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de Patterson, technique de superpositions). Elle con- 
eilie les points de rue  de Vand & Pepinsky (1953) 
d 'une part,  de Hauptman & Karle (1953) d 'autre 
part.  

I. D e n s i t ~ s  d e  p r o b a b i l i t ~  
D~finition~ 

Soient x~.(j = 1 . . . . .  n) des variables stoehastiques 
astreintes £ rester ~ l'int~rieur de l 'intervalle 0 ~ x i ~ 1. 
Nous d~finissons la probabilit~ gl~mentaire par 
dx~...dx,~ de sorte que 

Hdx~ = 1 .  ( I - l )  
oi=~ 

Soit O(z-a)  la fonction de Dirae, infinie en z = a, 
nulle par tout  ailleurs et telle que 

i o~ ~ ( z - a ) d z  = (I-2) 1.  

Nous utilisons la repr4sentation suivante de la fonc- 
tion de Dirac: 

~ ( z - a )  = exp [ 2 r d u ( z - a ) ] d u .  (I-3) 

Soient enfin des fonetions rgelles Fk(b = 1 . . . .  , m), 
dgpendant des n variables xi( j = 1, . . . ,  n) et prenant 
routes leurs valeurs dans l 'intervalle 0 < x1 < 1. Les 
fonctions F~ ainsi que leurs puissances et produits 
sont suppos~es intggrables. Sans restreindre la ggn~- 
ralit~i de l'expos~i nous allons substituer aux fonctions 
Fk les fonetions E~ d~fiuies par 

= (1-4) 

et dont la moyenne quadratique est l'unit~. 
Remarque .~La  forme de la probabilit~ ~l~mentaire 

dx~ . . ,  dx~ exprime l 'hypoth~se que routes les positions 
l 'int~rieur de l 'hypereube 0 < x i < 1 sont ~galement 

probables. On peut pr~voir que des raffinements 
ult~rieurs de la th~orie vont lui substituer la forme 
plus g~n~rale ~v(x~, . . . ,  x , ) d x ~ . . ,  dx~ et dont la valeur 
int~gr~e entre les limites 0 et 1 soit l'unit~. 

De plus rempla?ant les limites d'int~gration par 
- c ~  et 0% on peut s'affranchir de la restriction initiale 
0 < x i < 1 et g~n~raliser les gnonc~s suivants pour 
des fonctions F~ quelconques. Nous n'aurons toutefois 
pas l'occasion d'utiliser des probabilit~s aussi g~n~irales 
dans ce m~moire. 

Densitds de probabilitd 

La probabilit~ compos~e P(A~ . . . .  , A ~ ) d A ~ . . .  dAm 
pour que les fonctions Ek(b = 1, . . . ,  m) d~pendant 
chacune de n variables xi(j  = 1, . . . ,  n) prennent des 
valeurs respectivement comprises entre A~ et Ak+dA~ 
est telle que 

. . . ,  A m )  = (1-5) 
0 ~----1 

Cet ~none~ satisfait aux axiomes de la th~orie des 

probabilit6s, car (1) P(A1,  . . . ,  Am) est positif; (2) la 
valeur intdgr6e dans deux domaines e(Ai) et e'(Ai) 
sans point commun est additive; (3) la probabilit~ 
totale est l 'unit6 gr£ce £ (I-1) et (I-2); et (4) 
P(A1, . . . ,  Am) est z~ro pour toute valeur As que la 
fonction Ek ne peut prendre, en vertu de la dgfinition 
de la fonction de Dirac (cf. Bertaut,  1955a). 

Nous allons maintenant  approfondir la signification 
des grandeurs figurant dans (I-5). P ( A  1 . . . .  , Am) est 
une densit~ de probabilit6 dans l'espace des As. De 
m6me 

P(A~, . . . ,  Am; xl, . . . ,  xn) = ~I (~(Ek-Ak) (I-6) 
k = l  

est une densitg de probabilit6 dans l'espace des 
( A s ; x i ) ( b =  1, . . . , m ) ,  ( j =  1, . . . , n ) ;  en d'autres 
termes 

~n n 

I 1  ~ ( E k - A k ) d A ~  I I  dxj (I-7) 
k = l  i = 1  

repr~sente la probabilit6 composde pour que la fone- 
tion Ek soit comprise entre As  et A k + d A k  lorsque le 
vecteur de eomposantes xi( j = 1, . . . ,  n) pointe dans 
le volume ~l~mentaire dxl. . .dx,~.  A part ir  de ces 
densit6s de probabilit~ fondamentales (1-5) et (1-6) 
nous pouvons en dgfinir d 'autres en effectuant des 
intdgrations sur un certain nombre, soit des Ak, soit 
des x# 

Une possibilit6 particuli~rement int6ressante est la 
suivante. L'expression analytique des E k 6rant connue 
par hypoth~se, nous pouvons int6grer (1-6) sur toutes 
les variables xj, sauf  une, par exemple xl. De plus, 
servons-nous de route information utile que nous pos- 
s6dons sur les valeurs A~ des fonctions Ek, valeurs 
qui repr6sentent en quelque sorte les mesures ex- 
p6rimentales des fonctions Ek; en d 'autres mots 
sommons (I-6) aussi sur routes les valeurs possibles 
des Ak. Le r6sultat est une fonetion P(xl) , densit6 de 
probabilit6 de la variable x 1 ou encore fonetion de 
r6partition de x 1. Les maxima de P(xl) fournissent les 
valeurs les plus probables du param~tre x~ vue Fin- 
formation que l'on poss~de des valeurs Ak des fonc- 
tions Ek. 

La densit~ compos~e de probabilit~ (1-6) est le 
produit de densit~s de probabilit~s individuelles (1-8). 
:Nous allons nous attaeher d 'abord £ en donner une 
repr6sentation analytique eonvenable. Gr£ce £ la 
forme (1-3) de la fonetion de Dirae on peut ~erire 

t ) (Ak;  xl,  . . . ,  xn) = O ( A k - E k )  

= exp (-2~iA~u~)du~ exp (2~iEku~). (I-8) 

Le d~veloppement de exp (2~iEu) en s~rie de Taylor 
n'est pas commode pour l 'intggration. Aussi allons- 
nous avoir recours ~ l'artifiee suivant,. Ecrivons l'iden- 
tit6* 

* Elle s'inspire 6videmment de l'appro~imation suivante 
(E ---- 0); exp 2rziEu ~ 1 - - 2 , ~ u 2 - ~ . . .  ~ exp --2~r2u 9. Mais 
(I-9) est rigoureux. 



E . F .  B E R T A U T  825 

exp 2xdEu = exp ( - 2x,~E~u~). exp (2~iEu + 2x~2E~u 2) 

= exp ( - 2 ~ u  ~') .exp ( 2 g i E u + 2 ~ u ~ ) .  (I-9) 

Dans le second membre nous allons conserver la 
premiere exponentieUe et d4velopper la deuxi~me en 
s4rie. Regroupons ensuite les termes, coefficients d'une 
m6me puissance de u suivant 

OO 

exp ( 2 x d E u + 2 ~ u  ~) = / 2  (27du)V ~=0 P! Hv (E) .  (I-10) 

I1 est ais4 de voir que les fonctions H~(z) introduites 
ici (volt Appendice I) sont des polynSmes d'Hermite,  
d4finis par 

z ~ dV z ~ 
H~(z) = ( -  1)~ exp -~ ~ exp 2 

= 2 (--1)qzp-2qp!/[2q(P--2q)!q!] 
q=0 

= z ~ p ( p - 1 ) z V _ 2 + p ( p - 1 ) ( p - 2 ) ( p - 3 ) "  "" "" " 
2.1 ! 22. 2 ! z~-a+ . . . .  

On a (I-11) 

Ho(z ) = 1; H~(z)= z; H~(z)= z2-1;  

Ha(z ) = za -3z ;  Ha(z ) = za-6z~+3 . (I-12) 

On peut maintenant  4crire (I-8) sous la forme d'une 
s4rie, intdgrable terme £ terme 

f 
OO 

P(A  ; xl . . . .  , x~) = du exp ( - ( 2 x i A u  + 2x~u~)) 
- - 0 0  

oo (2xiu)~Hv(E).  (I-13) x 2 p! 
p=O 

Compte tenu de l 'identit6 suivante (voir Appendice II) 
off G(A) est la fonction de Gauss (1-15) sous sa forme 
dire normale, nous obtenons la repr4sentation (1-16) 
de la densit4 de probabilit4 (I-8) 

~OO 

I (2~iu) p ( -  (2zdAu + 2~2u2)) du e x p  

= G(A)Hv(A) ,  (I-14) 

G(A) = {~/(2x)} -~ exp (-½A2),  (I-15) 

P ( A  ; x~, . . . ,  xn) = G(A ) .~  Hv(A )Hv(E) 

+ ~. ( A ~ - 3 A ) ( E ~ - 3 E )  + . . . .  (I-16)* 

La densit4 de probabilit4 compos4e (I-6) sera donc un 
produit  de formes (I-16) 

* (I-16)  cons t i tue  aussi  une  represen ta t ion  de la fonct ion  
de Dirac  (~(A--E) .  

P(A1, . . . ,  Am; xl, . . . ,  xn) 

= G(Ak) Hv(A~)H~(E~) 
k=l  

+ Z, AkEk 
k 

1 
+ ~ ~2¢~ ( A ~ -  1)A~(E~- 1 )Ez 

+ ~ A k A z A , , E k E ~ E m ] + . . . } .  
k4:l~=m 

(I-17) 

Le terme g4n4ral de degr4 p e s t  

/7 H~ (A,)Hp~ (A ~)... Hp~ (A ~)Hp~ (E,)Hv~ (E2)... 
Pk 

×Hp~(E~)/(p~! P2! ... P~!) , (I-18) 

oh la sommation est 4tendue sur routes les valeurs 
enti~res et positives des Pk telles que 

Pl +P~+" " .Pro = P . (1-19) 

R~gle simple.--On consid~re la somme al+a2+. . .a ,n .  
On l'41~ve ~ la puissance p e t  on divise par p !. Cela 
d o n n e  

.2, a ~ * a ~ .  . .aPmm/(Pl ! P2! . . .  Pm !) ( I - 2 0 )  
Pk 

avec la condition (1-19). On remplace a~k par 
Hpk(Ak)Hpk(Ek). 

Intdgration des A 
Spectres discrets.--Lorsqu'il  n'existe qu'une valeur 

Ak par fonction Ek, c'est-~-dire lorsque A~ est la 
mesure exp4rimentale de Ek, la relation (1-17) re- 
pr4sente directement la fonction de r4partition* des 
Xl~ • . . ~ Xn. 

Supposons que certains Ak suppos4s r4els ne soient 
eonnus qu'en module. On dolt alors consid4rer des 
sommes telles que 

½ P ( . . . A k . . .  ; xl, . . . ,  xn) 
+ ½ P ( . . . - A k . . . ;  x l , . . . , x n ) .  (I-21) 

Cette op4ration ne conserve que des polyn6mes d'Her- 
mite d'ordre pair de sorte que la contribution cor- 
respondante au produit (1-17) est 

(90 

G(Ak ) .~ 1 H2p(Ak)H2p(Ek) . (I-22) 
p = O ( - - ~ )  T . 

Spectres continus.--Lorsque certains A~ ont un 
spectre continu, Ak variant  entre les limites ak et bk 
(cas d'une mesure impr4cise ne permet tant  que de 

* /~ une  cons tan te  de normal i sa t ion  prbs. 
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fixer des limites inf6rieures et sup6rieures) on n 'a  
qu'~ effectuer une int6gration 616mentaire, car 

Ib Hv ( A )G( A ) dA 

= ( -1F[H~_  (b)G(b)-H~_~(a)G(a)]. (1-23) 

On peut e~fin envisager des situations plus complexes 
dans lesquelles le spectre continu des A~ d6pend d'une 
fonction 'poids' w(A~) en quel cas dA~ est remplac6 
par w(A~)dA~ (cas off l 'erreur de Inesure sur la fonc- 
tion E~ varie). Nous ne consid6rons que le cas de 
spectres discontinus. 

Intdgration des x 
L'int6gration de (1-16) par rapport  ~ tons les 

xi( j = 1 , . . . ,  n) fournit la fonction de r6partition 
P(A) des valeurs A que la fonction E est susceptible 
de prendre. L ' intfgrat ion de (1-17) par rapport  ~ tous 
les x] fournit (dans le cas des spectres discontinus des 
A~) la probabilit6 compos6e P(Ax . . . .  , Am) des valeurs 
A~(k= 1, . . . ,  m) que les fonctions E~ sont susceptibles 
de prendre. Enfin, les A~ 6rant donn6s (plus ou moins 
paffaitement) par des mesures exp6rimentales, l'int6- 
gration de (I-17) sur toutes les variables x1 saul une, 
soit x~, fournit P(xx), fonction de rgpartition de la 
variable xz. Nous allons 6tudier successivement ces 
trois cas et leur application ~ la cristallographie. 

II. R6part i t ion  des  m o d u l e s  d'une fonct ion;  appl i -  
ca t ion  ~ la s ta t i s t ique  des  fac teurs  de s t r u c t u r e  

Dans la fonction de r6partition des modules P(IAI) 
seule la patt ie paire (1-22) du d6veloppement (1-16) 
intervient. On a aprbs des simplifications 6videntes 

Ici C, est un op6rateur de sym6trie d'ordre n i op6rant 
sur le point x i. Le nombre total  d 'atomes dans la 
maille est 

N = 2~ n j .  (11-4) 
1=1 

est le nombre de positions atomiques ind6pendantes. 
~i(h) est un facteur atomique 'modifi6', d6fini par  

~ ( h )  = f ~ ( h ) / V ( ~ )  , (11-5) 

off F et f sont respectivement les facteurs de structure 
et atomiques habituels. 

Rdflexions gdndrales.--On peut  6tablir par un calcul 
direct que 

~ = n ,  (11-6) 
t 

E 4 1 3 + ~ v  4 (II-7) = . (p~ o~ i , 
;/=1 

t t 

E~ = 1 . 3 . 5 +  15 2 ~ +  2 ~ f l ~ ,  ( I I -S)  
]=x .~=1 

off 

~j = ~ - 3 ( T ~ )  2 , (11-9) 

2 4 2 2  /~j = ~ [ -15~ j [~ j -2 (~  s) ] .  (11-10) 

Lorsque tons les atomes sont 6gaux et r6paxtis en t 
positions de n atomes chacune (nt = N), on a 

(p2 ~ N - - 1  

et 
E 4 = 1 . 3  + l V - l o ~ n  - 1  . 

Dans le groupe Pmmm, par  exemple, on a 

E 4 = 3 + 3 N  -1 . 

(II-11) 

(II-12) 

(11-13) 

Plus g6n6ralement, on a 

P(IAI) = {1/(2~)} -1 

xexp I +  (A4-6A~+ 3) (E-i-3) 

1 
+ ~ (Ae -15A4+45A~- lS )  

x (E - ~ -  15E-2+30) + . . . ]  . (11-1) 

Le t ra i t  de moyenne indique l 'int6gration sur tons les 

E2m= 1 . 3 . 5 . . . ( 2 m - 1 ) + O ( N - 1 ) .  (II-14) 

Or les moments d 'une r6partit ion de Gauss 6tant 
donn6s par 

f ~-m= {i/(2,~/} -~ ~-'~ e ~  - ½ ~ ' &  

; 1 . 3 . 5  . . . .  ( 2 m - l ) ,  ( I I -15 /  

la statistique des facteurs de structure est gaussienne 
aux termes en N -~ pr6s. 

x 1. Les diffgrences E4-3 ,  E e - 1 5 E 4 + 3 0  etc. sont les Rdflexions spdciales.--D'apr6s Wilson (1949) on a 

d6viations des moments correspondants cl'une r6par- F- ~ ~ f ' =  ~, pour une r6flexion g6n6rale (11-16) 
ti t ion gaussienne. = 

En cristallographie les fonctions E sont les 'facteurs 
de structure normalis~s', d6finis par 

t 

E(h) = ~v ~j(h)~s(h); (II-2) 
j=l 

~j(h) est la pattie trigonom6trique, d6finie par 

et 

F9 = p.~f9 = p2Y pour une r6flexion sp6eiale, (11-17) 

p 6tant le 'poids' ou le degr6 de d6g6n6rescence de 
l'op6ration de sym6trie. On a alors, puisque p points 
coincident dans l'op6ration, 

nj nil2 
~j(h) = _,Y exp 2~ihC, xj = 2 2J cos 2~hC, x/. (II-3) 

~=I s=l 

n/p 
~ = p .~ exp 2~ihCsx.  (II-18) 

8 = 1  
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On a aussi d'aprgs (II-5) 

q~ = f/(~oX)-½. (II-19) 
Puisque alors 

~ = p~n/p = p n ,  (II-20) 
on continue g avoir 

E ~ =  1.  (11-21) 

Par  contre E a peut  6tre consid6rablement inf6rieur 
3. Par  exemple dans le cas d'atomes tous 6gaux et 

en position g6n6rale, on trouve pour les r6flexions (h00) 
du groupe P m m m  (poids p = 4) 

E ~ = 3 ( 1 - 4 N  -~) . (II-22) 

La valeur minimum de E ~ est 1,5. 

Cette expression permet de trouver les signes des fac- 
teurs de structure g indices pairs et dont le signe ne 
d@end pas du choix de l'origine. 

On devra d 'abord d6terminer les conditions dans 
lesquelles le terme g6n6ral de (1II-1) diff6re de z6ro 
OU 

a b k E~,E~. . .E,, 4= O . (III-6) 

Une condition commune g tous les groupes est 

ah~,+bh~+.. .kh, ,  = 0 .  (III-7) 

Les autres conditions proviennent des 616ments de 
sym6trie. On a, pour citer l 'exemple le plus simple, 

( E ~ - l ) E 1 4 : 0  pour hk=(h,k ,1) ;h~=2(h ,k ,1)  (III-8) 

III. La probabi l i t6  compos6e  

Ddtermination des signes des facteurs de structure 

Lorsque les fonctions E ,  sont des facteurs de struc- 
ture, et plus g6n6ralement des fonctions aMatoires 
orthogonales, l ' int6gration de (I-17) fournit 

P(A~, . . . ,  A~) = {V(2~)} -~  exp - ½ ( A ~ + . . . A ~ )  

×[1 +½. ,~ , (A~-I )A~(E~-I )E~ 

+ 2 , 'A~AtA, ,E~E~Em'+. . .  ]. (III-1) 

Le terme g6n6ral provient de l 'int6gration de (I-18). 
Remarquons que cette expression ainsi que les sui- 
vantes sont valables pour tous les groupes centro- 
symdtriques. 

Si nous notons P+ la probabilit6 pour que A~ soit 
positif et P -  celle que A1 soit n6gatif, nous avons 
(Bertaut, 1955a) 

P + + P -  = 1,  (III-2) 

p+ = P + / ( P + + P - )  

_~. ½..~_ 2 [ 2 .  ~ 1  1 ( A ~ - I ) I A ~ [ ( E ~ - I ) E ~  
1 

+.,~, A~A~[A~[E~E~EI + . . . ] .  (III-3) 

Le signe probable de A t est donc celui de la somme 
(III-4),  c'est-g-dire du coefficient de A~ dans 
P ( A ~ , . . . ,  Am) (III-1)  (l'on n 'y  consid~re que les 
termes off A~ a un exposant impair; cf. Bertaut,  
1955a) 

st : ½ 2 + 2 + . . . .  ( I I I 4 )  
1 2 

Au d6but de l 'analyse cristallographique oh l'on ne 
connait aucun signe, on a 

Sl = ½ ~ ( A } - I ) ] A ~ I ( E ~ - I ) E ~  

1 
(E~-  6E~+3)E~ +~.. . ,y ,(A~_6A~.+a)[AI [ ,t ., 

1 .~,(A~._I)([Aal[_3IAII)(E~_I)(Eal_3E1) +3~--~. 
1 

+ ~ 2~(A~- 1) (A~-  1)IA 1[ (E~.- 1)(E~- 1)E~ + . . . .  
(111-5) 

dans t o u s l e s  groupes, mais aussi pour h 1 = 2(h, O, l) 
ou 2(0, k, 0) dans le groupe P21/c. On conpoit l 'extrSme 
utilit6 de d6velopper syst6matiquement l'alg6bre des 
puissances et produits de facteurs de structure. 

Alg~bre des facteurs de structure 

Le th6or~me suivant est facile g d6montrer. 
'Si ~(h) est la partie trigonom6trique du facteur de 

structure (cf. (II-2) et (II-3)), tout  produit 
~a(h~,)~b(h~)...~k(h~) off a + b + . . . k  = r peut 6tre re- 

pr6sent6 par une combinaison lin6aire ~ ~(Hj). Le 
j = l  

nombre de termes est s = n r-1 oll n e s t  l 'ordre de 
sym6trie et r l 'ordre du produit ' .  

I1 suffit de montrer que la proposition est vraie 
pour le produit de deux facteurs ~(hl)~(h9 ). On a 

n--i n--I 
~(hl)~(h2) = .22 exp 2:rihlC]x Z exp 27~ih2CkX 

j=0 k=0 
n--1 n--1 

= ~ Z e x p  2:ri(htCi+hpC~)x. (III-9) 
j = 0 k = 0  

Nous utilisons ici le symbolisme de Zachariasen (1946) 
(cf. aussi MacGillavry, 1950). Posons 

hiCj+h~C k = (hiI+h2Cl)C j = H~Cj; (III-10) 

Hi = hlI+h2Cz; C~ = CkC-[ 1 . (III-11) 

On a finalement* 

~--1 / '  n--1 '~ n--1 
~(h,)~(h~) = Z [ : e x p  27riH, Cjx] = ~Y, ~(H3.  

/=0 \?'=0 /=0 (1II-12) 

Un produit d'ordre trois pourra se d~composer, grgce 
cettc relation en une somme de produits d'ordre 

deux qui g leur tour pourront 6tre repr~sent6s par des 
sommes lin6aires. On g6n6ralise de proche en proche 
pour des produits d'ordre r. 

* Les  H l  p e u v e n t  se ca l cu l e r  so i t  d i r e c t e m e n t ,  so i t  p a r  le 
s y m b o l i s m e  e m p l o y ~  p a r  M a c G i ] l a v r y  (1950). N o u s  a v o n s  
l ' i n t e n t i o n  d ' S d i t e r  les t a m e s  des  p r o d u i t s  e t  p u i s s a n c e s  
l in~aris6es des  f a c t e u r s  de  s t r u c t u r e .  
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Exemples: Dans le groupe P2~/c on a 

~(h, k, l) = ~(0, 0, 0)+~(2h, 2k, 2/) 
+[~(2k, 0,21)+~(0,2k, 0)] ( -1)  ~. (III-13) 

Dans le groupe plan p4m (projection de P4/mmm 
selon raxe 4) on a 

~'(h, k) = ~(0, 0)+~(2h, 2k)+~(h+k, h+k) 
+~(h-k, h-k)+2~(h-k, h+k) 
+~(2h, 0)+~(0, 2k). (III-14) 

Cela signifie que la moyenne de E~(h, k)E(H, K) 
diff~re de zfiro chaque lois que H et K sont des indices 
qui figurent dans le second membre de (III-14). 

A titre d'exereice le lecteur pourra dfterminer les 
phases des rfiflexions paires de la structure de 4 points, 
proposfie par Vand & Pepinsky (1953) (que l'on ne 
peut trouver correctement en consid6rant uniquement 
la symfitrie P1, comme le remarquent Vand & Pe- 
pinsky) en tenant compte de la sym~trie de l'arrange- 
ment qui est eelui du groupe plan p4m. On trouve 
alors ~ l'aide de (III-14) que ~ (III-3) seul suffit 

dfiterminer correctement les signes. 
Remarque.~Dans un m~moire pr~c~dent (Bertaut, 

1955a) nous avons trait~ l'influence des sym4tries 
supplfimentaires au moyen de la fonction caract4- 
ristique. I1 nous semble que la m6thode de linfiarisa- 
tion prfisent~e ic ies t  mieux adaptge au sujet. 

IV. Fonction de r6partition d'une variable; 
exemple simple d'approche directe d'une structure 

La formule (I-17) int~gr~e sur routes les variables xj, 
sauf nne, soit xl, f o r e ,  it la fonction de r~partition 
P(xl). 

Dans le cas off il n 'y  a qu'une position d'atomes 
(t = 1), (I-17) constitue direetement la fonction de 
r~partition chereh~e. Les E sont alors les faeteurs de 
structure et les A leurs valeurs exp~rimentales. 
Quoique dans un tel eas la solution soit en gdnfiral 
~vidente et puisse s'obtenir plus directement, fl est 
tr~s instruetif de l'obtenir par la m~thode statistique. 
Pour fixer les idfies, nous consid~rons la structure des 
4 points ((~, ~), ~; -~) ,  ( - ~ ;  ~), ( - ~ ;  -~))  propos~e 
par Vand & Pepinsky (1953) en supposant uniquement 
connues le~ valeur~ de A e~ la ~ym~trie quadratique. 

La position des points est +((x, y), (~, x)). On a ici 

~(h) = exp 2~i(hx+ky) +exp -27d(hx+ky) 
+exp 2zd(kx-hy)+exp -2rd(kx-hy) , (IV-l)  

E(h) = q . ~ ( h ) =  ½~(h) (car E ~ =  1). (IV-2) 

Les relations de sym~trie sont 

~(h, k) = ~(~, h) = ~(k, 7~) = ~(~, ~). (rv-3) 

Les valeurs des A sont telles que 

A~(h,k)=4 pour h = 4 n  et k = 4 n  
= 2  pour h = 4 n  et k = 2 n + l  
= 1 pour h = 2 n + l ;  k = 2 n + l  
= 0 pour h (ou k ) =  2(2n+1) .  

Choix de l'origine 
Au dgbut on a k sa disposition la partie paire en A. 

Dans le plan on peut choisir arbitrairement deux 
signes dans le cas gdn~ral pour fixer l'origine (el. 
Hauptman & Karle, 1953; Bertaut, 1955a), et un seul 
dans le syst~me quadratique ((1, 0) et (0, 1) ne sont 
plus ind~pendants !). Nous anons prendre (1, 0) positif. 
A une constante pros la fonction de r~partition P(x) 
prend la forme 

P(x) = 1 +A(1, 0)E(1, 0 ) + ½ Z ( A ~ - I ) ( ~ - I )  
+½~Y(A~-I)A(1, 0)(E~-I)E(1,  0)+ . . . .  (IV-4) 

.Lindarisation 
C'est maintenant qu'intervient l'alg~bre des facteurs 

de structure, car pour construire commodgment cette 
s~rie, il faudra d'abord lin~ariser tousles  produits de 
faeteurs de structure. Les relations de lingarisation 
utfles sont 

$(h, k)~(h', k') = ~(h+h', k+k')+~(h-h', k-k ')  
+~(h-k', k+h')+~(h+k', k-h ' )  , (IV-5) 

d'ofl 

~(h, k) = ~(0, 0)+~(2h, 2k)+2~(h-k, k + h ) ,  (IV-6) 

[~(h, k)-~(0, 0)]~(h', k') 
= ~(2h+h', 2k+k')+~(2h-h', 2 k - k ' ) +  
2~(h-k+h', k+h+k')+2~(h-k-h', k+h-k') . (IV-7) 

I1 faudra ensuite collecter tousles  termes qui appar- 
tiennent ~ un m6me couple d'indiees (H, K ) .  Nous 
allons expliquer la procedure d'abord pour les indices 
(H, K) de mgme parit6 ((pair, pair) ou (impair, im- 
pair)) auxquels la somme ~V(A~-l) (E~-I )  donne nais- 
sance. On volt sur (IV-6) que chaque carr~ de ~(h, k) 
donne lieu £ deux couples d'indices (2h, 2k) et (h-k, 
k+h). Nous poserons done d'abord 

(H, K) = (2h, 2k) (IV-S) 
et ensuite 

(H, K) = (h-k, k+h) . (IV-9) 

L'dquation (IV-8) a pour solution 

h = ½ H ;  k = ½ g  (IV-8') 

et celle de (13/-9) est 

h = ½(H-K) ;  k = ½(H+K) (IV-9') 

de sorte que les contributions au facteur de structure 
d'indices (H, K) proviennent des (h, k) (IV-8') et 
(IV-9'). Le coefficient de s~(H, K) sera done 

~;.½[a{½H, ½K}+2a{½(H-K), ½(H+K)}], (IV-10) 



E. F. B E R T A U T  829 

off l 'on a not~ 
afh, k} = A'~(h, k ) - l .  (IV-11) 

Pour les termes (impairs, pairs) auxquels la derni6re 
somme duns (IV-4) donne naissance, le raisonnement 
est exactement analogue. On fait alors (h', k') = (1, 0) 
duns la relation lin6aire (IV-7) ce qui fair apparaitre 
les indices (2h+l ,  2k), ( 2 h - l ,  2k), ( h - k + l ,  h+k),  
( h - k + l , h + k )  duns le deuxi~me membre. En les 
posant successivement 6gaux g (H, K), on trouve que 
le coefficient de ~(H, K) (H impair, K pair) sera 

}.½A(1, 0)[a{½(H-1), ½K}+a{½(H+I ) ,  ½g} 

+ 2 a { ½ ( g + g - 1 ) ,  ½ ( H - K - I ) }  

+ 2 a { ½ ( H + g +  1), ½ ( H + K +  1)}]. (IV-12) 

En r6sumd, nous considdrons la sdrie ( I V 4 )  comme 
une s6rie de Fourier duns laquelle nous cherchons les 
coefficients de ~(H, K). Le Tableau 1 compare les 

Tableau 1 

H 

1 

2 

K B(H,K)  A(H,K)  H K B(H,K)  A(H,K)  

0 1,4 1,4 6 2 --0,5 0,0 
1 1,0 1,0 3 --0,2 0,0 
0 0,25 0,0 4 --0,25 0,0 
1 --0,2 0,0 5 --0,5 0,0 
2 --0,5 0,0 6 --0,5 0,0 
0 --0,35 --1,4 7 0 1,75 1,4 
1 --1,0 --1,0 1 1,0 1,0 
2 --0,5 0,0 2 --0,5 0,0 
3 1,0 1,0 3 --1,0 --1,0 
0 --0,75 --2,0 4 .--0,7 --1,4 
I --0,7 --1,4 5 --1,0 --1,0 
2 --0,25 0,0 6 --0,5 0,0 
3 0,7 1,4 7 1,0 1,0 
4 1,25 2,0 8 0 2,25 2,0 
0 --0,35 --1,4 1 1,75 1,4 

1 --1,0 --1,0 2 0,25 0,0 
2 --0,5 0,0 3 --0,35 --1,4 
3 1,0 1,0 4 --0,75 --2,0 
4 --0,75 --2,0 5 --0,35 ,1 ,4  
5 1,0 1,0 6 0,25 "0,0 
0 0,25 0,0 7 1,75 1,4 
1 --0,2 0,0 8 2,25 2,0 

K); B(H, K) = coefficient calcul6 de ~(H, 
A (H, K) = faeteur de structure de la structure r~elle. 

coefficients de ~(H, K )  (colonne B ( H ,  K))  aux valeurs 
des facteurs de structure de la structure r~elle. On voit 
que non seulement tous les signes sent corrects, mais 
encore que l 'ordre de grandeur est respeet6 (abstrac- 
tion faite des rdflexions dteintes qui rdapparaissent). 
On peut dvidemment pousser les calculs plus loin en 
utilisant l ' information nouvelle sur certains signes (le 
signe de (8, 0) par exemple est sfirement positif). Nous 
ne reproduisons pus le d~tail de la projection de 
Fourier qui, malgr6 le peu d'information utilis6e, 
possbde dgj~ des maxima trbs proneness en ±((~, ~), 
(L 

Jusqu'ici  nous n'avons pus tir6 pat t i  du fait qu'en 
cristallographie les facteurs de structure sent des 
sommes de fonctions ~ une variable (vectorielle). 
C'est ce que nous allons faire duns la section suivante. 

V. Cas  off l e s  f o n c t i o n s  Ek (ou  Fk) s e n t  des  s o m m e s  
de  f o n c t i o n s  h u n e  v a r i a b l e  

Les fonetions Ek sent suppos6es ~tre de la forme 

Ek(x  1, . . . ,  x~) = Dkl (Xl)-}-~)k2(X2) +...Dkn(Xn) 
n 

= ~Y, Dkj(xj) .  (V-l )  
i = 1  

Duns ce cas l ' intdgration sur les xi peut 6tre sdpar~e 
par factorisation d'int~grales (cf. Bertaut,  1955a, b, c). 
Notons Re la patt ie comprenant les variables x 2 , . . . ,  x ,  
sur lesquelles on intbgre 

E~ = D~(x~)+Rk .  (V-2) 

Nous ~crirons par la suite Dkl OU D e au lieu de D~l(Xl) ~ 
cela ne dormant lieu ~ aucune confusion possible. 

On ~crit la fonction de r~part~ition sous la forme 

P(xl )  = dul .  . . dum exp ( - 2 ~ i  .~  Akuk) 
- - ~  1¢, 

x [exp (2~i .~  Dkuk) exp (2~i .2~ Rkuk) d x 2 . . ,  dxn]. 
k ,.'0 k 

On notera (V-3} 

R 2 = r  ~., D ~ . = d  ~, 

= R/r ,  .@ = D / d .  (V-4), 

On a 6videmment 

d~-~r 2 = 1 = E --~ . (V-5), 

l~ous indiquons uniquement la marche des caleuls 
(explicitfs duns l 'Appendice III) .  On d6veloppe 

exp (2gi ~v D~u~ et exp (2zi ~v Rku~) comme plus haut  
k k 

(relations (I-9, 10) et Appendice I) en sdrie de poly- 
nSmes d'Hermite.  Duns leur produit on cherche le 
polyn6me en u degr6 p et l 'on int~gre par  rapport  £ u. 
(L'int~gration par rapport  ~ x~ est indiqu6e par un 
trai t  de moyenne.) Le r~sultat est 

P(x)  = G(A e V~ , (V-6), 
off 

Vp = .,~" d~ld~2 . . . d~,~H~, (~ , )H~( .@~)  . . . Ham(~m) 
't k ,  b k 

X -l~'bl~'b2-2 " " • rbmHbl(~t)Ho2(~2)., • • • Ho,.(~m) 

× Hal +~1 (A 1)H,.~+~2(A 2 ) . . .  Ham+bin( Am)/ 

× (al! bl! a~t be! . . .  am! bin!) (V-6'): 

avee la condition de sommation 

a~ +bl  +a2+bg+.  . .am+bin = p (V-7), 
(ak, bk entiers positifs ou nuls) .  

Malgr~ sa complexit~ apparente, la formule (V-6) est 
simple ~ manier. En effet, duns ~v Vp on peut 
distinguer trois parties P 

Z V  v = t~ +t2+t  3 . (V-8), 
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t~ ne d6pend que de x~ et non pas du reste 
R(bk = O, I¢ = 1, . . . ,  m). 

t~ = ~,d~'d[~ . . . d ~ H ~ ( ~ I ) H a ~ ( ~ 2 )  . . . H ~ ( ~ , n )  

X Ha~(A1)Ha2(A2) . . .  H ~ ( A ~ ) / ( a ~  [ a2[ . . . a m [) 

= 1+ . ~ A k d k ~ +  ~ ,  ½ ( A ~ - l ) d ~ ( ~ - l )  
1 2 

+'~'3 A ~ , A ~ d ~ , d ~  + 13! ~.~ (Ak-3Ak)d~(~k-3~.)3 3 3 

1 
+-~. ~ ( A ~ - l ) A ~ d ~ d ~ ( 5 # ~ - l ) ~  

+ .~, A~A~Amdkd~dm-~k.@~m + . . . .  (V-9) 

La partie t 2 provient de l ' interaction de D(x) avec le 
'reste' R. Si les fonctions R sont al6atoires et ortho- 
gonales, le premier terme significatif est d'ordre 3 en 
et d'ordre 4 en A et l 'on aura (en faisant successive- 
ment b~ ou bt ou bm ~gal & 1) 

• t~ = ½ ,,~," rtcr~(~, ~ -  ~" 2 1)~[d~.~'~k(A~._3A~)A~3 
k,  1, m 

+ d ~ t ( A ~ -  1 ) ( A ~ -  1 ) + d m ~ m ( A ~ -  1)A~Am] 

+ .~, r ~ , r F , n ~ k ~ t ~ [ d k ~ ( A ~ . -  1)AtAm 
k,  Z, m ,  

+ d ~ A ~ ( A ~ -  1)A,,,+ d,,~Y~mA~,A~(A~- 1) 

+ d,~, ,Av4~A~An] + . . . .  (V-10) 

Enfin t 3 ne d6pend que du reste R, ne contient pas x 1 
e t  n ' introduit  qu 'un fond continu, ici sans inter~t 
(a~ = 0, k = 1, . . . ,  m). 

(Remarque .~On aurait trouv6 le m~me r6sultat par 
l 'int6gration directe de (I-17) sur x~., . . . ,  Xn. Mais la 
s6pa.ration des parties t 1, t~ et t a aurait  6t6 bien plus 
difficile.) 

Les formules (V-9) et (V-10) se rapportent  au para- 
m~tre x 1 et au 'reste' R ~  = E k - D ~  ne contenant pas 
x~ et que nous noterons plus bri~vement R 1. On peut, 
de m~me, envisager la fonction de rdpartition P(x~) et 
6crire des formules analogues avec x~ et R2. Enfin on 
peut former la fonction 

n 
P ( x l ) + .  . .P(xn) -- ~" P(x~) (V-11) 

]=1 

dont  les maxima sont les valeurs les plus probables des 
param~tres lorsque l'on n 'a  pas d'inter6t & les diff6- 
rencier. 

Cas oi~ un  param~tre a une valeur connue 

Supposons que x~, done Dk(Xl) soit connu. On peut 
alors former les diff6rences A ~ - D z  = A~. qui consti- 
tuent  de nouvelles valeurs exp6rimentales des fonc- 
tions Rk op6rant sur les n--1 variables x 2 . . . .  , x,. 
Introduisons les grandeurs normalis6es 

~ k  = R~/r~., ~'~ = (Ak--Dk)/r k . (V-12) 

On peut alors raisonner sur les ~ et les ~ '  comme on 
l ' a  fait sur les E and A dans la premiere partie et les 

formules (I-16) et (I-17) sont valables £ condition de 
substituer ~ & E et d £ A. La densit6 de probabilit~ 
compos6e est explicitement 

P ( A 1 - D 1 ,  . . . ,  Am-Din;  x~, . . . ,  x,~) 
m 

(v -13)  

Un terme analogue au premier terme de cette s6rie 
a 6t6 propos6 par Karle & Hauptman  (1954) pour la 
recherche de la position x~. I1 nous semble plus correct 
&employer la formule (V-13) uniquement quand x 1 est 
connu et aussi, en cristallographie, quand x 1 est une 
position sp6ciale ne ddpendant d 'aucun param~tre. 

VI. Appl icat ion ~. la cr istal lographie;  
cas g~n~ral  

Les formules de la section pr6cgdente, en particulier 
(V-9) et (V-10), sont directement applicables en 
posant avec les notations de I I  

Dk(Xl) ~Pl~l(hk) ;  d~ 2 2 '. ~ 2  ~___ = ~ 9 1 ~ l ( h k ) ,  = ~2/~-2 ( V I - 1 )  

Comme ~(hk) = nlpk 

pour une r6flexion sp~ciale de poids Pk, on a toujours 

~ = 1 - ~  = 1 - p ~  

(Pk = 1 pour une r6flexion ggn6rale). (VI-2) 

Interprdtation gdomdtrique de ta 
La partie ta est susceptible d'une int~ressante inter- 

pr6tation g60m6trique en termes de densit~s, de leurs 
puissances et produits de composition. 

La somme ~ contenant les facteurs de structure de 
1 

signes connus est proportionnelle & une densit6 par- 
tielle, soit ~l- 

La somme ~ est la partie al6atoire d'une fonction 
2 

de Patterson, 6erite avec des facteurs de structure 
normalis6s. 

La somme ~ est le ' terme de Sayre'  qui complete 
3 

pour former le carr6 d'une densit& 
2 

La somme ~ est le produit de composition de la 
5 

densit6 partielle ~1 avec la partie al~atoire de la fonc- 
tion de Patterson.* C'est l 'expression analytique (Ber- 
taut ,  1950, 1951, 1952) des m6thodes de superposition 
(Buerger, 1950; Gay & Clastre, 1950a, b; Garrido 
1950a, b; McLachlan, 1951). Les autres termes d'ordre 
3 viennent compl6ter ~" pour former le cube d'une 

5 
densit6 (& des termes correctifs pros, provenant de ce 

* Celle-ci es t  de p lus  d6barrass6e  de ]a f o n c t i o n  de  P a t t e r -  
son  par t ie l le ,  due  ~ 01 pu i sque  d a n s  ~ les indices  k eL l 
s o n t  n6ces sa i r emen t  d i f f~rents .  5 
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que H~(z) = z~+polynSme 'correctif' en z; cf. la r6gle 
6nonc6e p. 8). 

Tandis que la contribution des termes paires en A 
('termes de Patterson') reste toujours la m6me pendant  
l 'analyse, le nombre des termes impairs augmente au 
fur et £ mesure que l ' information sur les signes pro- 
gresse, de sorte que finalement le d6veloppement de t~ 
tend en premi6re approximation vers 

1 + ~ + ~ / 2 ! + ~ a / 3 ! + . . .  ~ e x p ~ .  (VI-3) 

Ici ~ est la somme compl6te . ~ , A ~ d ~ .  

t~ est d 'une interpr6tation plus difficile. Les moyen- 
nes qui y interviennent se cMculent ais6ment. On a 
par exemple 

~ k ~ Z ~ m  = (r~rfm) -1 

t 

× 2 q~(h~)%(h~)%(hm)~i(h~)~(h~)~(h,,). (VI-4) 
~=2 

On peut prendre (cf. Bertaut,  1955a), h~., h~, h~ 6rant 
des r6flexions g6n6rales, 

~(h~)  = ~j(h~) = ~ ( h ~ )  = Z ~ Z , (VI-5)  

et aussi 
r~ = r~ = r m = r ,  (VI-6) 

d'ofi lorsque 
h~+h~+hm = O, (VI-7) 

t 
~ k ~ l ~ m  = r -3 ~ n~9 a . (VI-8) 

i=2 

Le lecteur trouvera lui-m6me les modifications 
apporter aux valeurs de 9(h,) et r k dans le cas de 
r6flexions sp6ciales. 

Les moyennes de produits plus compliqu6s se cal- 
culent comme sous § I I I ,  c'est-£-dire apr~s lin6arisation 
des produits et puissances des ~(h,). 

Marche ~ suivre dans le caz gdndral 

Elle diff6re peu de celle suivie dans le cas particulier 
d~j~ trait~ (§ IV). On normalise d'abord les valeurs 
exp~rimentales des facteurs de structure observes F 
en posant 

A 2 _  - F 2 / ~ , f  2 

pour une r6flexion g6nfrale et 

A 2 =  F 2 / ( p . ~ f  2) (VI-9) 

pour une r~flexion sp6ciale de poids p. La courbe des 
valeurs de ~ f 2  peut ~tre elle-m6me exp~rimentale. 
On forme les grandeurs r~duites ~ et ~ (V-4, VI-1). 
On transforme les produits des ~(h, k, l) (et ~(h,/c,  1)) 
et de leurs puissances en sommes lin~aires de ~(H, K, L). 
On 6value les moyennes des produits des ~2 dans la 
s~rie t~. On fixe l'origine par un choix convenable du 
signe de certains facteurs de structure (cf. Hauptman 
& Karle, 1953; Bertaut,  1955a). En utilisant ces 

signes, on calcule ensuite tons les termes possibles de t~ 
et de tg.. On somme ensuite t 1 et t~ sur tous les  atomes 
ce qui produit une expression proportionnelle 
P(Xl)  + P ( x 2 )  + . . . P ( x n ) .  

On traite cette expression comme une s6rie de 
Fourier en y cherchant le coefficient de ~(H, K, L), 
soit B ( H ,  K ,  L)  

.~(tt +t2) = Z, B(H, K,  L)~(H, K, L) . (VI-10) 
H, K, L 

Certains B ( H ,  K ,  L)  seront suffisamment importants 
pour qu'on puisse identifier leur signe avec celui de 
A ( H ,  K ,  L)  et cette information suppldmentaire per- 
met d'ajouter,  si besoin est, de nouveaux termes 
t 1 e t t  2, de sorte que finalement on puisse faire ap- 
paraltre au moyen de (VI-10) la ou les positions ato- 
miques cherch~es et proc~der au 'refinement' de la 
structure par les proc6d~s usuels. 

Nous avons appliqu~ les m6thodes d6velopp6es dans 
cette ~tude, avec succ~s, ~ un compos~ dont nous 
ignorions m~me la formule chimique! Ce travail fair 
en collaboration avec Monsieur Pierre Blum paraitra 
prochainement. 

A P P E N D I C E  I 

Soit R u n e  fonction dont la moyenne quadratique est 
r 2. Ecrivons 

exp (2xduR) 

= exp (-2~9u2r 2) exp (2xduR+2z2u~r  ~) . (1) 
On a 

L(u)  = exp ( 2 ~ i u R  +2~2u2r 2) 

oo (2ziur)P 
= 2,  p! Hp,  (2) 

p=0 

off Hp est un polyn5me en R ~ d6terminer. On a aussi 

L(u)  = exp [ ½ ~ 2 - ½ ( ~ - 2 x d u r ) 2 ]  , (3) 

off l 'on a not~ 
= R / r .  (4) 

Dgrivons L ( u ) p  lois par rapport  £ u dans (2) et (3) 

dP 
du p L(u)  = (2~i)PHp(~2) +polynSme en u 

-- exp ½~2 2 ~p exp - ½(~-27dur)  ~ 

5p 
= ( -2~i)p  exp ½~2 ~ exp - ½ ( ~ 2 - 2 g i u r )  2 . 

(5) 
Faisons tendre u vers zdro. Le r6sultat est 

dp 
Hp(~)  -- ( - 1 )  p exp ½~2 ~-~-pexp - ½ ~ .  (6) 

C'est le polynSme d 'Hermite d'ordre p. 
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A P P E N D I C E  II 
Soit ~ calculer 

S 
oo 

N v = (2rdur) v exp ( - 2 z d A u -  2y~2u2r 2 ) du 
--CO 

= r -1 (2~i U)Vexp ( - 2 ~ i , . e / U - 2 ~ U ~ ) d U ,  
--CO 

off l 'on a pos~ 
~ '  = A / r ;  

On a 
V = ~ r .  

et 
i 

co 

-NO = r - 1  e x p  ( -2 rdgCzU-2r t2U~)dU 
--CO 

dv 
-N~ = ( - 1 F ~ - ~ - N o  • 

co 
exp (2gi ~" ukRk) exp (--2~r 2 ~ 2 2 = u~r~) ~,  (2gi) ~ 

k k s=O 

× ~:  (rl ul) ~ (r2 u~.)~... (rmU,~)bmHbl (~1) Hb~. (~ . ) . . .  
bk 

× Hbm(~,n)/(bx! b~! . . .  bin!), (4) 
a v e c l a  condition 

(1) bx+b2+ . . . b~  = s .  (5) 

2 Compte tenu de d~+rZ = 1, le terme g~n6ral d'ordre 
(2) p e n  u de leur produit  est 

m 
exp ( -2~r ~ ~:  Uk ~) (2gi)V __~ (U~+b~ u~m+bm~ 

• " " ~lt ] 
( 3 )  k = l  ak, b k 

x ( d ~ . . .  d ~ )  ( r~ . .  ~ . .  • r m ) (Ha~(~) .  Ha~(~m))  

(4) × (Hb~(~l) .- .Hbm(~m)),  (6) 

a v e c l a  condition de sommation 

Or N O est une int~grale classique dont la valeur est 
la fonction de Gauss G(~ ' ) '  

_N O = G(~')  = (rV(2~)}-x exp _½~m.  (5) 

On a donc 
d v 

Np = ( - 1 ) p ~ - ~ G ( ~ ¢ ) ,  (6) 

et en vertu de la d~finition de la fonction d 'Hermite  
(Appendice I) 

Np = G(~)Hp(~¢) .  (7) 

A P P E N D I C E  III 

On a (cf. relation (I-16), Appendice I et notations 
(v -4 ) ) :  

exp (2~iuD)  = exp ( - 2 ~ u 2 d  2) ~ (2zdud)V p! H v ( ~ )  (1) 

et 

exp (2gi ~ ukDk) exp (--2~2 
co 

= ukd~:)2 2 ~y, (2~i)q 
k = l  k q----0 

× ~, (dlul)~*(d2u,)"*...  (dmu,n)~ ,~H~x(~ l )Ha , (~) . . .  
ak 

× U ~ ( ~ m ) / ( a l !  a2! . . .  am!),  (2) 

a v e c l a  condition de sommation 

al + a e + .  . .am = q . (3) 
De m~me 

al +bl  + a 2 + b e + .  . .am+bin = p . (7) 

L'intdgration sur les u, effectude selon Appendice I I  
fournit la formule (V-6) du texte. 
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