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Fonctions de Répartition: Application a I’Approche directe des Structures

Par E. F. BERTAUT

Laboratoire d’Electrostatique et de Physique du Meétal, Institut Fourier, Place du Doyen Gosse, Grenoble, Isére,
France

(Regu le 13 mars 1955)

We consider the general problem of determining the most probable values of parameters x;, ,,

.., ¥y when experimental measurements of functions Fy(x;, . .

%) (£ =1, ..., m) depending on

these parameters are given. The resulting statistical method is outlined and is used as a method
of direct approach to structures on the basis of the information experimentally available.

The distribution function of the parameters z;, .

.. Z, is expanded in a series of powers and

products of the functions Fy. A method of linearization is applied when the F’s are structure

factors.

The geometrical interpretation of the distribution function reconciles the geometrical viewpoint
of Vand & Pepinsky with the analytical viewpoint of Karle & Hauptman.

Other applications of the general method are worthy of mention. It can be shown directly that
the distribution of structure factors is very close to the Gaussian distribution given by Wilson.
An expansion is given, valid for every centrosymmetrical group, for the joint distribution function
of the structure factors, which serves to determine their signs.

Introduction et plan

On traite dans ce mémoire des densités de proba-
bilité fondamentales P(4; 2y, .. .,%,) et P(4,,...,A,;
Zy, .+« -5 %,) & partic desquelles on peut obtenir les
fonctions de répartition P(4), P(4,, ..., 4,) et P(x))
(§ I). P(A) est la fonction de répartition des valeurs 4
qu’une fonction donnée F(x,, ..., x,), dépendant de
n variables x; (j = 1, ..., n), est susceptible de pren-
dre. P(4,, ..., A,) est la fonction de répartition
composée des valeurs A (k =1, ..., m) que les fonec-
tions données Fy(zy, ..., x,) dépendant de n variables
xij =1, ..., n) sont susceptibles de prendre. Enfin
P(x;) est la fonction de répartition du paramétre z; et
ses maxima sont les valeurs les plus probables de ;.

Voici les applications & la cristallographie et a la
théorie des probabilités:

On montre directement que dans les groupes centro-
symétriques la fonction de répartition des facteurs de
structure est toujours trés voisine de la répartition
gaussienne (§ II). La fonction de répartition
P4, ..., Ay) (§ III) est donnée sous la forme d’un
développement ol n’interviennent que les produits des
fonctions F, et de leurs puissances. Ce développement,
qui en cristallographie sert & la détermination des
signes des facteurs de structure, est valable pour tous
les groupes centrosymétriques. La linéarisation des
puissances et produits de facteurs de structure que
nous y préconisons est indispensable dans le traite-
ment du probléme suivant de la théorie des proba-
bilités, probléme sur lequel d’ailleurs ce mémoire est
centré.

Supposons connues les expressions analytiques de
m fonctions Fi(k = 1, ..., m) représentant des gran-
deurs physiques. Chacune dépend de = paramétres
w(j =1, ...,n) qu’il s’agit de déterminer au moyen

de mesures expérimentales A4, des fonctions F,.
L’expérience fournit pour ces mesures A4; des valeurs
imprécises, ou un spectre de valeurs ou plus générale-
ment des renseignements incomplets. La question est
alors celle-ci: Comment peut-on déterminer les valeurs
les plus probables des paramétres x; vue I’information
expérimentale que l'on posséde des valeurs A, des
fonctions F?

La transposition du probléme en cristallographie est
immédiate. La densité électronique g(r) d’un cristal
dont les maxima correspondent aux positions ato-
miques est donnée par la série de Fourier

o(r) = V1 X Fjexp (—2nih.r) . 1)
A

Le ‘renseignement incomplet’ réside en ce que l'ex-
périence fournit les amplitudes ¥, non pas en valeur,
mais uniquement par leur module |[F,|. Le probléme
est alors celui de remplacer (1) inutilisable au début
de I'analyse par une fonction expérimentale dont les
maxima fournissent directement les valeurs des para-
métres atomiques. Ce sera la fonction de répartition
P(z;) (§8§ T et IV, V, VI).

Nous donnons d’abord une solution générale du
probléme mathématique (§ I) et nous I'appliquons a
la résolution d’une structure simple, celle des quatre
points proposée par Vand & Pepinsky (1953) (§ IV).
Nous développons ensuite la méthode dans le cas
fréquent ot chaque fonction F; est la somme de fonc-
tions & une seule variable (§ V).

L’application & la cristallographie dans le cas
général est discutée dans (§ VI). L’interprétation
géométrique que nous donnons fournit le pont entre
les méthodes analytiques (détermination statistique
des signes) et les méthodes géométriques (diagramme
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de Patterson, technique de superpositions). Elle con-
cilie les points de vue de Vand & Pepinsky (1953)
d’une part, de Hauptman & XKarle (1953) d’autre
part.

I. Densités de probabilité
Définitions
Soient x;(j =1, ..., n) des variables stochastiques
astreintes & rester a 'intérieur de I'intervalle 0 < z; <1.
Nous définissons la probabilité élémentaire par
dz,...dz, de sorte que
1 n
0j=1
Soit §(z—a) la fonction de Dirac, infinie en z = a,
nulle partout ailleurs et telle que
(o]
S 0(z—a)dz=1. (I-2)
Nous utilisons la représentation suivante de la fonc-

tion de Dirac:
[o o]

0(z—a) = S exp [2miu(z—a)]du . (I-3)

—0o0
Soient enfin des fonctions réelles Fi(k = 1, ..., m),
dépendant des n variables z,(j = 1, ..., n) et prenant

toutes leurs valeurs dans l'intervalle 0 < x; < 1. Les
fonctions F) ainsi que leurs puissances et produits
sont supposées intégrables. Sans restreindre la géné-
ralité de I’exposé nous allons substituer aux fonctions
Fy les fonctions E, définies par

E, = F,JyF?,

et dont la moyenne quadratique est 1'unité.

Remarque.—La forme de la probabilité élémentaire
dx, . . .dx, exprime ’hypothése que toutes les positions
& l'intérieur de ’hypercube 0 < z; < 1 sont également
probables. On peut prévoir que ‘des raffinements
ultérieurs de la théorie vont lui substituer la forme
plus générale y(z,, ..., z,)dz,. . .dz, et dont la valeur
intégrée entre les limites O et 1 soit I'unité.

De plus remplagant les limites d’intégration par
—oo et 0o, on peut s’affranchir de la restriction initiale
0 <z; <1 et généraliser les énoncés suivants pour
des fonctions ¥, quelconques. Nous n’aurons toutefois
pas I'occasion d’utiliser des probabilités aussi générales
dans ce mémoire.

(I-4)

Densités de probabilité

La probabilité composée P(4y, ..., 4,)dA4,...d4,,
pour que les fonctions E(k =1, ..., m) dépendant
chacune de n variables 2{j = 1, ..., n) prennent des
valeurs respectivement comprises entre 4, et 4,4dA4,
est telle que

1 m n
P, ..., A,) = S I 8(B,—A4,) M de;.  (1-5)
j=1

0 k=1

Cet énoncé satisfait aux axiomes de la théorie des

FONCTIONS DE REPARTITION

probabilités, car (1) P(4,, ..., 4,,) est positif; (2) la
valeur intégrée dans deux domaines &(4,) et &'(4;)
sans point commun est additive; (3) la probabilité
totale est l'unité grice a (I-1) et (I-2); et (4)
P(4,, ..., A,) est zéro pour toute valeur 4, que la
fonction E, ne peut prendre, en vertu de la définition
de la fonction de Dirac (cf. Bertaut, 1955a).

Nous allons maintenant approfondir la signification
des grandeurs figurant dans (I-5). P(4,, ..., 4,,) est
une densité de probabilité dans 1’espace des A4,. De
méme

P(Al, ey Am; Lys oo vy xn) = Hé(Elc—Ak) (1—6)
k=1

est une densité de probabilité dans l’espace des
(Ag; z)(k=1, ...,m), (j=1, ..., n); en d’autres
termes - 2

II 6(Ep—Ay)dA, I dx; (I-7)

k=1 j=1
représente la probabilité composée pour que la fonc-
tion E) soit comprise entre A4; et 4;+dA,; lorsque le
vecteur de composantes z;(j = 1, ..., n) pointe dans
le volume élémentaire dz,...dx,. A partir de ces
densités de probabilité fondamentales (I-5) et (I-6)
nous pouvons en définir d’autres en effectuant des
intégrations sur un certain nombre, soit des A4,, soit
des m;.

Une possibilité particuliérement intéressante est la
suivante. L’expression analytique des E, étant connue
par hypothése, nous pouvons intégrer (I-6) sur toutes
les variables x; sauf une, par exemple ;. De plus,
servons-nous de toute information utile que nous pos-
sédons sur les valeurs 4, des fonctions E,, valeurs
qui représentent en quelque sorte les mesures ex-
périmentales des fonctions E,; en d’autres mots
sommons (I-6) aussi sur toutes les valeurs possibles
des A4,. Le résultat est une fonetion P(x,), densité de
probabilité de la variable z; ou encore fonction de
répartition de x,. Les maxima de P(z,) fournissent les
valeurs les plus probables du paramétre z; vue I'in-
formation que I’on posséde des valeurs 4, des fonc-
tions %,.

La densité composée de probabilité (I-6) est le
produit de densités de probabilités individuelles (I-8).
Nous allons nous attacher d’abord & en donner une
représentation analytique convenable. Grice & la
forme (I-3) de la fonction de Dirac on peut écrire

P(Ak, xl’ ey xn) = 6(Al'_Ek)
=S exp (—27mid ) duy exp (2miEyuy) . (1-8)

Le développement de exp (2niEu) en série de Taylor
n’est pas commode pour l'intégration. Aussi allons-
nous avoir recours & I’artifice suivant. Ecrivons I’iden-
tité*

* Elle s’inspire évidemment de ’approximation suivante
(B = 0); exp 271 Eu = 1 —2n2E2u?+ ...  exp —22%u2. Mais
(I-9) est rigoureux.
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exp 2niEu = exp (—272E2u2) . exp (27vi Bu+ 272 E2u?) P4y, ..., Ap; s - o, )
= — 9292 ; 29,2 . m fd
= exp (—2n%u?).exp (2miBu+2n%u?). (I-9) =k1_11 [G’(AL) %‘0 Hp(Ak)Hp(Ek)J
Dans le second membre nous allons conserver la B = 1
premiére exponentielle et développer la deuxiéme en = {/(2n)} ™ exp <—— (43+.. .A?,,)) { 1+ 3 AR,
gérie. Regroupons ensuite les termes, coefficients d’une 2 k
méme puissance de % suivant n [21 3 (42— l)(E2—1)+ZA AlEkElJ
2
exp (270i Bu+2n2u?) = (—’”,L)H,,(E) . (I-10) 1
= + |37 2 (4134, (BY-3Ey
11 est aisé de voir que les fonctions H(z) introduites 1
ici (voir Appendice I) sont des polynémes d’Hermite, + = I (A;-1)A(E;-1)E,
définis par 2! ks
22 d? 2 + 2 AkAlAmEkElEm] +.. } . (I-17)
= (—1)Pexp — -Z E+ltm
H,(z) = (—1)Pexp 3 dzpexp 3
<pf2 Le terme général de degré p est
= 2 (=1)%=P~*p![[2%(p—2¢)!q']
g=0 ( 1) 1) (p—2)(p—3) 2 H,(A,)H,,(4,). . .Hp,(An)H, (B H (). . .
pip—1) pp—1)(p—2)(P—9) , 4 Pk
=2F— NI —2+ 22 9] 2P xHp (BEn) (0! D! - . prY) s (I-18)
On a (I-11) 5} la sommation est étendue sur toutes les valeurs
entiéres et positives des p, telles que
Hy(z) = 1; Hy(2) = z; Hy(z) = 2°—
+Pgt e P =D . I-19
Hy(z) = —32; Hy(2) = #A—6:2213 . (I-12) PitPy¥.: Pa =P (=19)

On peut maintenant écrire (I-8) sous la forme d’une
série, intégrable terme 3 terme

P4; %, ..., 2,) = S du exp (— (2niAu+2n2u?))
oo o
x 3Py . @-19)
p=0 P

Compte tenu de 1'identité suivante (voir Appendice II)
ot G(A) est la fonction de Gauss (I-15) sous sa forme
dite normale, nous obtenons la représentation (I-16)
de la densité de probabilité (I-8)

filee]
\ (2miu)? exp (— (2mi Au-+2n2u?))du

- — GA)H(4), (I-14)
G(4) = {y(2n)}* exp (- }4?), (I-15)
© ]
PA; %y, ..., m) = G(A)pé‘oaHp(A)Hp(E)

— {J(@n)} exp (— 3 42) [1+AE+ (42— 1)(E2—1)
+31—!(A3_ A)(E3—3E)+...J. (I-16)*

La densité de probabilité composée (I-6) sera donc un
produit de formes (I-16)

* (I-16) constitue aussi une représentation de la fonection
de Dirac 6(A—E).

Régle simple.—On considére la somme a,+a,+. . .Gy,
On 'éléve & la puissance p et on divise par p!l. Cela
donne

Safap?. . .afn/(p! py! ... Prl) (I-20)
Pk
avec la condition (I-19). On remplace aP* par
Hpk(Ak)Hpk(Ek)-

Intégration des A

Spectres discrets—Lorsqu’il n’existe qu’une valeur
A, par fonction E,, c’est-d-dire lorsque A, est la
mesure expérimentale de E,, la relation (I-17) re-
présente directement la fonction de répartition* des
Zyy oons Ty

Supposons que certains A, supposés réels ne soient
connus qu'en module. On doit alors considérer des
sommes telles que

1P(.. . A4, ..

3 X1y e s %)
FAP( = A Xy, e, Ty)
Cette opération ne conserve que des polyndmes d’Her-

mite d’ordre pair de sorte que la contribution cor-
respondante au produit (I-17) est

(I-21)

G(Ak) 2 Hop(A) Hop(By) . (1-22)

0(2 )

Spectres contmus.——Lorsque certains A4; ont un
spectre continu, A, variant entre les limites a, et b,
(cas d’une mesure imprécise ne permettant que de

* A une constante de normalisation prés.
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fixer des limites inférieures et supérieures) on n’a
qu’a effectuer une intégration élémentaire, car

b

H,(4)G(4)d4
= (—1)P[H,_ (b)G(b)—H,_,(a)G(a)] .

On peut enfin envisager des situations plus complexes
dans lesquelles le spectre continu des 4; dépend d’une
fonction ‘poids’ w(4,;) en quel cas dA; est remplacé
par w(A,)dA, (cas ou Verreur de mesure sur la fonc-
tion E, varie). Nous ne considérons que le cas de
spectres discontinus.

(1-23)

Intégration des x

L’intégration de (I-16) par rapport a tous les
x;(j =1, ...,n) fournit la fonction de répartition
P(A) des valeurs 4 que la fonction E est susceptible
de prendre. L’intégration de (I-17) par rapport & tous
les @; fournit (dans le cas des spectres discontinus des
A,;) la probabilité composée P(4,, ..., 4,) des valeurs
Ai(k=1, ..., m) que les fonctions E, sont susceptibles
de prendre. Enfin, les 4, étant donnés (plus ou moins
parfaitement) par des mesures expérimentales, 1’inté-
gration de (I-17) sur toutes les variables «; sauf une,
soit @,, fournit P(z,), fonction de répartition de la
variable ;. Nous allons étudier successivement ces
trois cas et leur application & la cristallographie.

II. Répartition des modules d’une fonction; appli-
cation a la statistique des facteurs de structure

Dans la fonction de répartition des modules P(|4])
seule la partie paire (I-22) du développement (I-16)
intervient. On a aprés des simplifications évidentes

P(lA]) = {y(@m)}
A2 1 —
X exp Y [l +E (A2—6A42+3)(E4-3)
+61—' (A8—154%+4542—15)

x (B —15F3-+30)+. . ] . (I1-1)
Le trait de moyenne mdlque l’mtégratlon sur tous les
x;. Les différences E*—3, E5—15E5430 etc. sont les
dev1at10ns des moments correspondants d’une répar-

tition gaussienne.
En cristallographie les fonctions E sont les ‘facteurs
de structure normalisés’, définis par

E(h) - =2 7, ()& (h); (I-2)

&;(h) est la partie trigonométrique, définie par

nj nj/2
£(h) = 3 exp 2mihCz; = 2 3 cos 2ahCyz; . (I1-3)
§=1 §=1

FONCTIONS DE REPARTITION

Ici O est un opérateur de symétrie d’ordre n; opérant
sur le point x;. Le nombre total d’atomes dans la
maille est

N=3un. (I14)

t est le nombre de positions atomiques indépendantes.
@;(k) est un facteur atomique ‘modifié’, défini par

@i(k) = f;(R)V(F?),

ol F et f sont respectivement les facteurs de structure
et atomiques habituels.

Réflexions générales—On peut établir par un calcul
direct que

(I1-5)

By, (I1-6)
B=1.3+ ): ot (T1-7)
2
B = 1.3.5+15é Plo+ é?tp?ﬂp (I1-8)
ou o ~ -
a; = E-3(8), (I1-9)
B = E-15EE-2(E)]. (I1-10)

Lorsque tous les atomes sont égaux et répartis en ¢

positions de n atomes chacune (nt = N), on a
ot @?=N-1 (II-11)
B4 = 1.34N-lgn1, (11-12)

Dans le groupe Pmmm, par exemple, on a

E* = 34+3N-1. (I1-13)
Plus généralement, on a
B = 1.3.5...@2m—~1)+0(N-1) . (II-14)

Or les moments d’une répartition de Gauss étant
donnés par

7 (Y(2m) Sio 22" oxp —322dz
~1.3.5.... @m—~1), (I-15)

la statistique des facteurs de structure est gaussienne
aux termes en N-1 prés.
Réflexions spéciales.—D’aprés Wilson (1949) on a
= 2ft* =2 pour une réflexion générale (11-16)
et
F? = p3f2 = pX pour une réflexion spéciale, (II-17)
p étant le ‘poids’ ou le degré de dégénérescence de
Popération de symétrie. On a alors, puisque p points
coincident dans I’opération,

nfp
& =pexp2nihCyx. (I1-18)
s=1
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On a aussi d’aprés (II-5)

¢ = flpZ)yt. (I1-19)
Puisque alors
& = pujp = pn, (I1-20)
on continue & avoir
B-1. (I1-21)

Par contre E* peut étre considérablement inférieur
4 3. Par exemple dans le cas d’atomes tous égaux et
en position générale, on trouve pour les réflexions (£00)
du groupe Pmmm (poids p = 4)

E% = 3(1—-4N-1). (I1-22)

La valeur minimum de E4 est 1,5.

I11. La probabilité composée

Détermination des signes des facteurs de structure

Lorsque les fonctions £, sont des facteurs de struc-
ture, et plus généralement des fonctions aléatoires
orthogonales, I'intégration de (I-17) fournit

P4, ..., 4,) = {/(2r)} ™ exp —§(4}+...4})

x[1+3 2 (45-1) 4B -1)E,

+ 34, 4,4, EEE +...] (ITI-1)

Le terme général provient de I'intégration de (I-18).
Remarquons que cette expression ainsi que les sui-
vantes sont wvalables pour tous les groupes centro-
symétriques.

Si nous notons P+ la probabilité pour que 4, soit
positif et P~ celle que 4, soit négatif, nous avons
(Bertaut, 1955a)

P+ryP- =1, (ITI-2)
P+ = P+[(P++P-)
= %+%[%§ (A3-1)|4,|(E;-1)E,
+ 3 44| A EEE ). (I11-3)

Le signe probable de 4, est donc celui de la somme
(III-4), c’est-a-dire du coefficient de A4, dans
P4, ..., 4,) (III-1) ('on n’y considére que les
termes ou 4, a un exposant impair; cf. Bertaut,
1955a)
=33 +3+.... (111-4)
1 2
Au début de I’analyse cristallographique ou l'on ne
connait aucun signe, on a

8 = $3(45-1)|4,|(E3-1)E,
1 e
+aZ(A%—(;A%-'f'3)|A1|(E2—6Ei+3)E1

+ 517 S(A1-1) (1431 814,)) (BE-D)(BT-3E)

S(AE2-1)(AF-1)|A,|(B:-1)(E?-1)E, +... .

—+_ _
2191
2121 (I11-5)
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Cette expression permet de trouver les signes des fac-
teurs de structure a indices pairs et dont le signe ne
dépend pas du choix de 'origine.

On devra d’abord déterminer les conditions dans
lesquelles le terme général de (III-1) différe de zéro
ou

BiH. . EE+0. (I11-6)

Une condition commune & tous les groupes est

ah,+bhg+ .. .kh, = 0. (ITI1-7)
Les autres conditions proviennent des éléments de
symétrie. On a, pour citer ’exemple le plus simple,

(B:-1)E, +0 pour h,=(h,k,1); hy=2(h,k,1) (I111-8)

dans tous les groupes, mais aussi pour 2, = 2(A,0,1)
ou 2(0,%,0) dans le groupe P2,/c. On congoit 1’extréme
utilité de développer systématiquement l’algébre des
puissances et produits de facteurs de structure.

Algébre des facteurs de structure

Le théoreme suivant est facile 4 démontrer.

‘Si £(h) est la partie trigonométrique du facteur de
structure (cf. (II-2) et (II-3)), tout produit
E4(hy)Ehg). . .E¥(h,) o0 a+b+...k =r peut étre re-

s
présenté par une combinaison linéaire 3 §(H;). Le
j=1
nombre de termes est s = #"' ol » est 'ordre de
symétrie et r I'ordre du produit’.
Il suffit de montrer que la proposition est vraie
pour le produit de deux facteurs &(h,)&(R,). On a

1

n—1 7n~1
E(hy)é(hy) = 2 exp 2mih, Cix X exp 2mihy, O
j=0 k=0
n—1 n—1
= 3 3 exp 2ni(h,C;+h,Cr)x . (1I1-9)
j=0k=0

Nous utilisons ici le symbolisme de Zachariasen (1946)
(cf. aussi MacGillavry, 1950). Posons

by Ci+hyCp = (i I+h,C)C; = H,Cy5
Hl = k1I+k201; Ol == CkCi-l .

(I11-10)
(I1I-11)

On a finalement*

n—1 s n—1 n—1
E(hy)E(hy) — 3 ( Sexp 2m‘H,C,x) _ Sy,
1=0 =0 1=0 (I11-12)

Un produit d’ordre trois pourra se décomposer, grice
4 cette relation en une somme de produits d’ordre
deux qui & leur tour pourront étre représentés par des
sommes linéaires. On généralise de proche en proche
pour des produits d’ordre r.

* Les H; peuvent se calculer soit directement, soit par le
symbolisme employé par MacGillavry (1950). Nous avons
I'intention d’éditer les tables des produits et puissances
linéarisées des facteurs de structure.
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Exemples: Dans le groupe P2,/c on a

&(h, k, 1) = £(0, 0, 0)-+&(2h, 2k, 21)

+[&£(2F, 0, 21)+£(0, 2k, 0)] (—1)*. (ITI-13)

Dans le groupe plan pdm (projection de P4/mmm
selon I’axe 4) on a

&(h, k) = &(0, 0)+&(2h, 2k)+&(h+k, h-+F)
+E&(h—k, h—k)+2&(h—k, h+k)
+&(2h, 0)+&(0, 2£) .

Cela signifie que la moyenne de E2(h, k)E(H, K)
différe de zéro chaque fois que H et K sont des indices
qui figurent dans le second membre de (I1I-14).

A titre d’exercice le lecteur pourra déterminer les
phases des réflexions paires de la structure de 4 points,
proposée par Vand & Pepinsky (1953) (que l'on ne
peut trouver correctement en considérant uniquement
la symétrie P1, comme le remarquent Vand & Pe-
pinsky) en tenant compte de la symétrie de ’arrange-
ment qui est celui du groupe plan p4m. On trouve
alors & l'aide de (III-14) que X (III-3) seul suffit

1

(ITI-14)

a déterminer correctement les signes.

Remarque.—Dans un mémoire précédent (Bertaut,
1955a) nous avons traité linfluence des symétries
supplémentaires au moyen de la fonction caracté-
ristique. Il nous semble que la méthode de linéarisa-
tion présentée ici est mieux adaptée au sujet.

IV. Fonction de répartition d’une variable;
exemple simple d’approche directe d’une structure

La formule (I-17) intégrée sur toutes les variables ;,
sauf une, soit z,, fournit la fonction de répartition
P(z,).

Dans le cas o il n’y a qu’une position d’atomes
(¢t =1), (I-17) constitue directement la fonction de
répartition cherchée. Les F sont alors les facteurs de
structure et les 4 leurs valeurs expérimentales.
Quoique dans un tel cas la solution soit en général
évidente et puisse s’obtenir plus directement, il est
trés instructif de 1’obtenir par la méthode statistique.
Pour fixer les idées, nous considérons la structure des
4 points ((}, 3), 4; —4), (—4; %), (—%; —4%)) proposée
par Vand & Pepinsky (1953) en supposant uniquement
connues les valeurs de 4 et la symétrie quadratique.

La position des points est +((z, ), (7, z)). On a ici

&(h) = exp 2mi(ha+ky)+exp —2mi(hx+ky)
+exp 2mi(kx—hy)+exp —2mi(ke—hy) , (IV-1)

E(h) = @.&(h) = 3&(h) 1). Iv-2)
Les relations de symétrie sont
E(h, k) = &(k, B) = &(k, h) = &b, k). (IV-3)

Les valeurs des 4 sont telles que

(car E?

REPARTITION

A%(h, k) =4 pour h =4n et k = 4n
=2 pour h=4n et k =2n+1
=1 pour b =2n+1; k =2n+1
= 0 pour % (ou k) = 2(2n+1).

Choix de Uorigine

Au début on a & sa disposition la partie paire en 4.
Dans le plan on peut choisir arbitrairement deux
signes dans le cas général pour fixer 1'origine (cf.
Hauptman & Karle, 1953 ; Bertaut, 1955a), et un seul
dans le systéme quadratique ((1, 0) et (0, 1) ne sont
plus indépendants!). Nous allons prendre (1, 0) positif.
A une constante prés la fonction de répartition P(x)
prend la forme

P(z) = 1+A4(1, 0)E(1, 0)+33(43-1) (B}-1)

+313(A2-1)A(1, 0)(E2-1)E(1,0)+.... (IV-4)

Linéarisation

C’est maintenant qu’intervient I’algébre des facteurs
de structure, car pour construire commodément cette
série, il faudra d’abord linéariser tous les produits de
facteurs de structure. Les relations de linéarisation
utiles sont

Eh, k)E(R', k') = E(h+D, k+E')+E(R—R', k—F)
+E(h—K, k+1)+ER+E, k—F'), (IV-5)

d’out

E2(h, k) = &£(0, 0)+&(2h, 2k)+2&(h—K, k+h) ,
= EQh4H, 2k ) +EQR—K, 2k—F')+
QE(h—k+h', ktht k) +2E(h—k~h k+h—Fk') . (IV-7)

(IV-86)

Il faudra ensuite collecter tous les termes qui appar-
tiennent & un méme couple d’indices (H, K). Nous
allons expliquer la procédure d’abord pour les indices
(H, K) de méme parité ((pair, pair) ou (impair, im-
pair)) auxquels la somme 3(42—1) (E2—1) donne nais-
sance. On voit sur (IV-6) que chaque carré de &(k, k)
donne lieu 4 deux couples d’indices (24, 2k) et (h—F,
k+h). Nous poserons donc d’abord

(H, K) = (2h, 2k) (IV-8)
et ensuite
(H, K) = (h—k, k+R) . (IV-9)
IL’équation (IV-8) a pour solution
h=3H; k=14K (IvV-8")
et celle de (IV-9) est
h=HH-K); k=}H+K) (IV-9')

de sorte que les contributions au facteur de structure
d’indices (H, K) proviennent des (&, k) (IV-8') et
(IV-9’). Le coefficient de &(H, K) sera donc

}.4[e{3H, 1K} +20{}(H-K), }(H+K)}], (IV-10)
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ou 'on a noté
a{h, k} = A%(h, k)—1. (IV-11)

Pour les termes (impairs, pairs) auxquels la derniére
somme dans (IV-4) donne naissance, le raisonnement
est exactement analogue. On fait alors (&', ¥') = (1, 0)
dans la relation linéaire (IV-7) ce qui fait apparaitre
les indices (2h+1,2k), (2h—1, 2k), (A—k+1, h+k),
(h—k+1,h+k) dans le deuxiéme membre. En les
posant successivement égaux & (H, K), on trouve que
le coefficient de &(H, K) (H impair, K pair) sera

33401, 0)[a{3(H-1), 3K} +a{}(H+1), 1K}
+2a{3(H+K—1), J(H-K-1)}

+2a{}(H+K+1), S H+E+1)}] . (IV-12)

En résumé, nous considérons la série (IV—4) comme
une série de Fourier dans laquelle nous cherchons les
coefficients de &(H, K). Le Tableau 1 compare les

Tableau 1
H K B(H,K) A(H,K) H K B(H,K) A(H,K)
1 0 1,4 1,4 6 2 —0,5 0,0
1 1,0 1,0 3 —0,2 0,0
2 0 0,25 0,0 4 —0,25 0,0
1 —0,2 0,0 5 —0,5 0,0
2 —0,5 0,0 6 —0,5 0,0
3 0 —0,35 —1,4 70 1,75 1,4
1 —-1,0 -1,0 1 1,0 1,0
2 —0,6 0,0 2 —0,5 0,0
3 1,0 1,0 3 —1,0 —1,0
4 0 —0,75 —2,0 4 —0,7 —1,4
1 —0,7 —1,4 5 —1,0 —1,0
2 —025 00 6 —0,5 0,0
3 0,7 1,4 7 1,0 1,0
4 1,25 2,0 8 0 2,25 2,0
5 0 —0,35 —14 1 1,76 1,4
1 —1,0 -1,0 2 0,25 0,0
2 —-0,5 0,0 3 —-0,35 —14
3 1,0 1,0 4 —075 —2,0
4 —-0,75 —2,0 5 —0,35 —14
5 1,0 1,0 6 0,25 0,0
6 0 0,25 0,0 7 1,75 1,4
1 —0,2 0,0 8 2,25 2,0

B(H, K) = coefficient calculé de &(H, K);
A(H, K) = facteur de structure de la structure réelle.

coefficients de &(H, K) (colonne B(H, K)) aux valeurs
des facteurs de structure de la structure réelle. On voit
que non seulement tous les signes sont corrects, mais
encore que 'ordre de grandeur est respecté (abstrac-
tion faite des réflexions éteintes qui réapparaissent).
On peut évidemment pousser les calculs plus loin en
utilisant I'information nouvelle sur certains signes (le
signe de (8, 0) par exemple est siirement positif). Nous
ne reproduisons pas le détail de la projection de
Fourier qui, malgré le peu d’information utilisée,
posséde déja des maxima trés prononcés en +((3, 1),

Jusqu’ici nous n’avons pas tiré parti du fait qu’en
cristallographie les facteurs de structure sont des
sommes de fonctions & une variable (vectorielle).
C’est ce que nous allons faire dans la section suivante.
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V. Cas ot les fonctions Ej, (ou Fy,) sont des sommes
de fonctions a une variable

Les fonctions E, sont supposées étre de la forme

B2y, -y ) = Dia(2;)+Dyo(5) + . . . Dyp(2,)

= 2 Dy(x;) . (V-1)
i=1

Dans ce cas l'intégration sur les x; peut étre séparée

par factorisation d’intégrales (cf. Bertaut, 1955a, b, c).

Notons R, la partie comprenant les variables z,, . . .,z,

sur lesquelles on intégre

E, = Dyy(%,)+R, . (V-2)

Nous écrirons par la suite Dy, ou D, au lieu de Dy (x,),
cela ne donnant lieu 4 aucune confusion possible.
On écrit la fonction de répartition sous la forme

Plz,) = S ...ty exp (=21 3 Ay
—00 .

x [exp (2756 3 Dyy) § exp (27 3 Ryuy)dz,. . .da,].
k Y] k

On notera . - (V-3)
Rt =172 D?=g2,
X =Rlr, 2 =D|d. (V—4)
On a évidemment
24 =1=E2. (V-5)

Nous indiquons uniquement la marche des calculs
(explicités dans I’Appendice III). On développe

exp (2mi X Dywy et exp (21 X Ryu;) comme plus haut
) )

(relations (I-9, 10) et Appendice I) en série de poly-
ndémes d’Hermite. Dans leur produit on cherche le
polynome en u degré p et ’on intégre par rapport & u.
(L’intégration par rapport & x; est indiquée par un
trait de moyenne.) Le résultat est

P@ =1 a49| 2 v,, (V-6)
k=1 =0
ou
V,= Zz;d‘,’ld‘? ce o dimHo (2)H (D) . . . Hyp( D)
s O
x bule b Hy (R)H oy (Ry) ... H,(R)
X Hyop (ANVH 4y (Ao e o H oy om(A )
x (@1 by1 @y By! ... @yl byyl) (V-6')
avec la condition de sommation
a;+b,+a,+b,+ .. .a,+b, = p (V-7)

{a, b, entiers positifs ou nuls) .

Malgré sa complexité apparente, la formule (V-6) est
simple & manier. En effet, dans X'V, on peut
distinguer trois parties 4

SV, =ty +ty+iy. (V-8)
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f, ne dépend que de =z; et non pas du reste
RBb,=0,k=1,...,m).

= Xdpdg:...dmH, (9)H,(9D,) ... H,,(D,,)

x Ho (Ay)Ho(Ay) . .. Hyp (A, (0y! ay! . ..
=1+ 3 4,d, D+ 3 $(4;-1)d}(Di-1)
1 2

ay!)

1
+ 3 4 Add, DD+ 3 3 (43340 D}-39))

1
+ 37 % (4i—-1)A,d}d)(Di-1) 9,

+3 4, 4,4,8,4,d, 2,9, D +. .. (V-9)
6

La partie £, provient de l'interaction de D(z) avec le

‘reste’ R. Si les fonctions R sont aléatoires et ortho-

gonales, le premier terme significatif est d’ordre 3 en #

et d’ordre 4 en 4 et I’on aura (en faisant successive-

ment b, ou b, ou b, égal & 1)

1y = % 2' rir( Rr— )'%l[dkgk(Aa 34,)4,

+ D A1) (A 1)+ d D ( A1) 4,4, ]

+ 2 rkrlrmg?k'%lg?m[dk*@k(fl%—I)AlAm

kl,mmn
+ 4D AYAF 1) A+ dp D A A (AZ—1)

+d, 2,4, 4,A,4,]+. ... (V-10)
Enfin ¢, ne dépend que du reste R, ne contient pas x,
et n’introduit qu’un fond continu, ici sans interét
(@, =0, k=1,...,m).

(Remarque.—On aurait trouvé le méme résultat par
I'intégration directe de (I-17) sur z,, ..., z,. Mais la
séparation des parties ¢, £, et ¢, aurait été bien plus
difficile.)

Les formules (V~-9) et (V~10) se rapportent au para-
métre x, et au ‘reste’ Ry, = E,— D, ne contenant pas
x, et que nous noterons plus briévement R,. On peut,
-de méme, envisager la fonction de répartition P(z,) et
écrire des formules analogues avec z, et R,. Enfin on
peut former la fonction

P(x))+...P(x,) = X P(z;) (V-11)
j=1

dont les maxima sont les valeurs les plus probables des

paramétres lorsque I'on n’a pas d’interét & les diffé-

rencier.

Cas ou un paramétre a une valeur connue

Supposons que x,, donc Dy{z;) soit connu. Qn peut
alors former les différences A4,—D; = A; qui consti-
tuent de nouvelles valeurs expérimentales des fonc-

tions R, opérant sur les n—1 variables z,, ..., z,.
Introduisons les grandeurs normalisées
Ry = Byfry, A= (4;—Dy)fry . (V-12)

On peut alors raisonner sur les # et les &/ comme on
I’a fait sur les £ and A dans la premiére partie et les

FONCTIONS DE REPARTITION

formules (I-16) et (I-17) sont valables & condition de
substituer Z & E et &7 & A. La densité de probabilité
composée est explicitement

PA,—-D,, ..., Ap—Dy; #,, ..., x,)

m
= (T 614D/ 1+ 3 Buls=Dplret ..
B (V-13)
Un terme analogue au premier terme de cette série
a été proposé par Karle & Hauptman (1954) pour la
recherche de la position x,. Il nous semble plus correct
d’employer la formule (V-13) uniquement quand z, est

connu et aussi, en cristallographie, quand z, est une
position spéciale ne dépendant d’aucun paramétre.

VI. Application & la cristallographie;
cas général

Les formules de la section précédente, en particulier
(V-9) et (V-10), sont directement applicables en
posant avec les notations de IT

Di(2) = @, & (hy); df = @3EL(Ry); D2 = E2ER
Ex(hy) = mypy

pour une réflexion spéciale de poids p;, on a toujours

(VI-1)

Comme

ri=1-di = 1—pyn, ¢}
(e = 1 pour une réflexion générale) . (VI-2)
Interprétation géométrique de t,
La partie ¢, est susceptible d’une intéressante inter-
prétation géométrique en termes de densités, de leurs
puissances et produits de composition.

La somme 3 contenant les facteurs de structure de
1

signes connus est proportionnelle & une densité par-
tielle, soit g,.
La somme X est la partie aléatoire d’une fonction

2
de Patterson, écrite avec des facteurs de structure
normalisés.
La somme X est le ‘terme de Sayre’ qui compléte

3
2 pour former le carré d’une densité.
2

La somme X' est le produit de composition de la
]
densité partielle p, avec la partie aléatoire de la fonc-
tion de Patterson.* C’est I’expression analytique (Ber-
taut, 1950, 1951, 1952) des méthodes de superposition
(Buerger, 1950; Gay & Clastre, 1950a, b; Garrido
1950a, b; McLachlan, 1951). Les autres termes d’ordre
3 viennent compléter 3 pour former le cube d’une
5

densité (& des termes correctifs prés, provenant de ce

* Celle-ci est: de plus débarrassée de la fonction de Patter-
son partielle, due & g, puisque dans 2 les indices k et I
sont nécessairement différents.
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que H,(z) = 2’ +polyndme ‘correctif’ en z; cf. la régle
énoncée p. 8).

Tandis que la contribution des termes paires en 4
(‘termes de Patterson’) reste toujours la méme pendant
Panalyse, le nombre des termes impairs augmente au
fur et & mesure que I'information sur les signes pro-
gresse, de sorte que finalement le développement de ¢,
tend en premiére approximation vers

1+o+0%2!'+0%3!+... ~mexpp. (VI-3)

Ici o est la somme compléte 3 A,d.Z,.
k

t, est d’une interprétation plus difficile. Les moyen-
nes qui y interviennent se calculent aisément. On a
par exemple

R R\ R, = (1)~

x 22 i(he) @i (h) @i () & (R & () E (R . (VI4)
i=

On peut prendre (cf. Bertaut, 1955a), A, k;, k,, étant
des réflexions générales,
-4fV(27)
=7

‘Pj(hk) = (Pj("'l) %(h ,» (VI-5)
rk‘ =1n=ry= )

et aussi

(VI-6)
d’ou lorsque
(VI-7)
t
'%kgl'%m = r“sznj(p? . (VI‘8)
j=2

Le lecteur trouvera lui-méme les modifications &
apporter aux valeurs de ¢(k;) et », dans le cas de
réflexions spéciales.

Les moyennes de produits plus compliqués se cal-
culent comme sous § ITI, c’est-a-dire aprés linéarisation
des produits et puissances des &(k;).

Marche a suivre dans le cas général

Elle différe peu de celle suivie dans le cas particulier
déja traité (§ IV). On normalise d’abord les valeurs
expérimentales des facteurs de structure observés F
en posant

A2 = F2[3f?
pour une réflexion générale et
= F*/(p 27

pour une réflexion spéciale de poids p. La courbe des
valeurs de Xf2? peut étre elle-méme expérimentale.
On forme les grandeurs réduites # et & (V-4, VI-1).
On transforme les produits des &(k, k, 1) (et D(h, k, 1))
et de leurs puissances en sommes linéaires de £(H, K, L).
On évalue les moyennes des produits des #Z dans la
série t,. On fixe l'origine par un choix convenable du
signe de certains facteurs de structure (cf. Hauptman
& Karle, 1953; Bertaut, 1955a¢). En utilisant ces

(VI-9)

signes, on calcule ensuite tous les termes possibles de ¢,
et de £, On somme ensuite ¢, et ¢, sur tous les atomes
ce qui produit une expression proportionnelle &
P(@y)+P(ay)+. . . Pla,).

On traite cette expression comme une série de
Fourier en y cherchant le coefficient de &(H, K, L),
soit B(H, K, L)

2(t1+t2)= 2 B(H: K’L)f(H; K>L)
H K, L

(VI-10)

Certains B(H, K, L) seront suffisamment importants
pour qu’on puisse identifier leur signe avec celui de
A(H, K, L) et cette information supplémentaire per-
met d’ajouter, si besoin est, de nouveaux termes &
t, et ¢, de sorte que finalement on puisse faire ap-
paraitre au moyen de (VI-10) la ou les positions ato-
miques cherchées et procéder au ‘refinement’ de la
structure par les procédés usuels.

Nous avons appliqué les méthodes développées dans
cette étude, avec succes, & un composé dont nous
ignorions méme la formule chimique! Ce travail fait
en collaboration avec Monsieur Pierre Blum paraitra
prochainement.

APPENDICE 1

Soit R une fonction dont la moyenne quadratique est
r2. Ecrivons

exp (2miuR)
= exp (—2n2u??) exp (2miuR +2n%u%?) . (1)
On a
L(u) = exp (2miuR+2ru??)

® (2mur)

- 30, @)

ol H, est un polyndéme en R & déterminer. On a aussi
L(w) = exp [§282~ }(R—2miur)?], 3)

ou l'on a noté

X = Rir. 4)
Dérivons L(u)p fois par rapport & u dans (2) et (3)

P
%L(u) = (271)?H,(Z)+polynéme en u

o? .
exp 3 #* 507 %P —%(.@—2751,1”?2
= (—27t)P exp $ X% — 6.@” exp %(,%—%ziur)z(g)

Faisons tendre u vers zéro. Le résultat est
H(R) = (-

1)?exp 1 %% —-exp —3#*. (6)

d.@”
C’est le polynéme d’Hermite d’ordre p.
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APPENDICE II
Soit & calculer

N,= S (2mwiur)? exp (—2ntAu—27%u?r?)du

00
=1 S
—00

ou l'on a posé

2riU) exp (—2mifl U —2n2U0%)dU, (1)

& =Alr; U=wur. (2)
On a
Ny=r1 Sw exp (—2nif U—2n2U%dU  (3)
et -~
or
= p 9
(-1 57N @)

Or N, est une intégrale classique dont la valeur est
la fonction de Gauss G(&):

Ny = G() = {r)/(2n)} L exp —}7%.

On a donc

®)

N

p = (-1 —2G(A),

T ©)
et en vertu de la définition de la fonction d’Hermite
(Appendice I)

N,= () H () . (7)

APPENDICE III

On a (cf. relation (I-16), Appendice I et notations
(V4)):

(2mud)
p!

exp (2miuD) = exp (—2n%u?d?) X ———H,(2) (1)

et
m

exp (2m 2 D) = exp (— 2n22 uidﬁ) 2 (2mi)?
'(dmum)amHal(@l) H,\(D,). - -
om(Dm)lalag! ... (2)

% 2 (dy%y) " (dpus)™. .
ag

x H a,!),

avec la condition de sommation

a;+a,+ .. (3)

a,=q.
De méme

REPARTITION

exp (2ni 3 u,B,) = exp (—2a% X uirl) Zc,‘o (272)°
k k §=0
X bZ (r1%,)" (rau)™. . . (T Ue)'mH y (%1) Hpo () - - -
* x Hy (Bo)|(by! B3 .. b)) (4)

()

Compte tenu de di+7; = 1, le terme général d’ordre
p en u de leur produit est

avec la condition
b, +by+...b,

=S8.

exp (— 27!22%,,) (27:7,)1’21)‘ (uBrttr, | yomtbm)
ar, ok
X (g1 deg) (7o) (Hoy (D). - - Ha( Do)
% (Hbl ('%1) o 'Hbm('%m)) >

avec la condition de sommation

a+b +ay+by+. . .ay,+b, = (7)
L’intégration sur les u, effectuée selon Appendice IT

fournit la formule (V-6) du texte.
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